Problem givna under Sonja Kovalevsky dagarna i
Linkoping 2004.

Nedan foljer (néstan) alla de problem jag gav vid min foreldsning "Vad &r
matematik?" under Sonja Kovalevsky dagarna ar 2004.

For en korrekt 16sning av problem k£ nedan, presenterad innan Sonja
Kovalevsky dagarnas avslutning, utbetalades 10*~1 kronor.

Problem 1. Finns det naturliga tal n sa att de tre talen n, n+2 och n+4
alla dr primtal?
Finns det odndligt manga sidana tal?

Losning av Problem 1.

Pastdende: Talen 3, 5 och 7 &r den enda 16sningen.

Betrakta talet n och lat n = 3¢ + r dér ¢ &r kvoten och r (0 <r < 2) &r
resten vid division av n med talet 3.

Dadrn+2=3¢+ (r+2)ochn+4=3(q+1)+(r+1).

Eftersom nagot av talen r, r+1 och 7 +2 &r delbart med 3 (kontrolleral),
foljer att nagot av talen n, n 4+ 2 och n + 4 ar delbart med 3.

Eftersom det enda primtal vilket &r delbart med 3 &r just talet 3 sjélv sa
féljer pastaendet.

Problem 2. Visa att for varje n € N gdller att summan av de reciproka
vardena av de n forsta primtalen
11 1 1 1 1 1

statstrtatEt T

aldrig dar ett heltal.

Problem 3. Visa att for varje n € N gdller att summan av de reciproka
vardena av de n — 1 forsta naturliga talen stérre dn 1
1 1 1 1

23Tty

aldrig dar ett heltal.

Innan vi ger oss i kast med Problem 2 och 3 sa pdminner vi om att varje
naturligt tal pa ett, s& ndr som pa ordningen, unikt sétt kan skrivas som
en produkt av primtal. Detta anvénder vi oss av i losningarna nedan (och
det &r nyttigt att tdnka igenom var det anvénds). Dessutom anvénder vi
foljande hjalpsats eller lemma.

Lemma 1. Ldt a,b och ¢ vara tre naturliga tal sadana att c inte delar b. Dd

gdller att
a + 1
b ¢

inte ar ett heltal.



Bevis.
Om det fanns ett heltal n sddant att

b ¢
s& skulle det folja att
ac+ b =nbc,

vilket skulle innebéra att ¢ delar b, men detta ar enligt forutsdttningarna
omdjligt. Detta bevisar lemmat.
Losning av Problem 2.
Pastéendet ér sant da n =1 (1 ¢ N), sa vi antar nu att n > 2.
Betrakta summan av de reciproka virdena av de n forsta primtalen,

S 1.1 1+1+1+ + +1

"2 73 5 7 11 13 Dn
Lat nu

a__1+1+1+1+1+14r N 1

b 2 3 5 7 11 13 Pr_1

dér b dr den minsta gemensamma ndmnaren, vilket i detta fall alltsa &r
produkten av de n — 1 forsta primtalen b = py1ps - - pn—1. Pastaendet foljer
nu omedelbart av Lemma 1 applicerat pa

eftersom p,, inte delar b.
Losning av Problem 3.

Pastaendet ir sant dan =2 (1 ¢ N), sa vi antar att n > 3.

Betrakta nu summan av de reciproka virdena av de n— 1 forsta naturliga
talen storre &n 1

S‘—1+1+1+ +1
"2 3 4 n’
Valj nu heltalet s sa att
28 <n < 25th,

Notera att inget av heltalen k € [2° + 1,25T!) innehaller faktorn 2.
Vi har alltsa att

S—1+1+1+ + ! +1+ 1 + +1

"9 3 4 25 —1 25 2541 n’
Satt nu

a-—1+1+1+ + L + L + +1

b 2 3 4 25 -1 2541 n’

dér b &r den minsta gemensamma nédmnaren.



Det giller da att b innehaller faktorn 2571, medan 2° inte delar b eftersom
inget av heltalen mindre &n eller lika med n och skilda fran 2° innehéaller
faktorn 2°.

Pastaendet foljer nu av lemmat applicerat pa

a 1

Avslutande kommentar.

Problem 4 16stes tyvérr inte av nagon under Sonja Kovalevsky dagarna,
varfor vi sparar detta problem for att kunna anvénda det dven kommande
ar.

Magnus Fontes.



